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RESUMEN

En este estudio pretendemos poner de manifiesto la utilidad de las matematicas para
otras ciencias tales como la biologia y ciencias de la salud, mediante el uso de las
ecuaciones en diferencias. Se propone un acercamiento a las sucesiones y
progresiones, curricularmente correspondiente al tercer curso de Educacion
Secundaria Obligatoria, de un modo diferente al usual. Se introduciran las ecuaciones
en diferencias aplicandolas en fenémenos tales como el crecimiento de poblaciones
de seres vivos, propagacion de enfermedades y en otras situaciones que son
cercanas al escolar.

Por ultimo, se llevara a cabo un proyecto de investigacion en el que tendran que
modelizar determinadas situaciones utilizando ecuaciones en diferencias y haciendo
uso de la calculadora. Con ello se pretende motivar al alumnado, consolidar los
conocimientos ya adquiridos por ellos, fomentar su creatividad y que los alumnos se
percaten de la funcionalidad de las matematicas.

Palabras clave: Sucesion, Progresion Aritmética, Progresion Geométrica, Ecuaciones
en Diferencias, Modelos Matematicos en Biologia, Calculadora.
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1. Justificacién del trabajo

1.1. Introduccién

La comprension de la naturaleza y sus fendmenos necesita del auxilio de las matematicas; asi,
una gran cantidad de procesos de todo tipo: fisicos, biolégicos, econémicos, quimicos... se
modelizan matematicamente por medio de ecuaciones en diferencias. Asimismo, las
ecuaciones en diferencias también se han utilizado cldsicamente para obtener aproximaciones
de las soluciones de ecuaciones diferenciales.

La modelacién matematica ofrece una herramienta de investigacién que permite estudiar la
esencia de un fendmeno y dejar de lado detalles que no son relevantes para su comprension.
También, en ocasiones, permite complementar o, incluso, sustituir experimentos de laboratorio
y simularlos con ordenadores o calculadoras.

Por otra parte, no sélo las matematicas sirven como herramienta para otras ciencias sino que
también ocurre al contrario. Asi, por ejemplo, la biologia presenta problemas muy interesantes
al matematico, propiciando el desarrollo de nuevos métodos y la aplicacion de técnicas
matematicas. Como ejemplos del enriquecimiento de la matematica a partir de problemas
biolégicos podemos mencionar la teoria de las redes de neuronas artificiales y la técnica de
optimizacion llamada algoritmos genéticos, que ya se han ganado su lugar en el campo de la
matematica sin olvidar sus origenes biolégicos, véase [17].

Actualmente, ya nadie pone en duda el gran interés que tienen los métodos matematicos por
su aplicacion a otros campos del saber, no solo a nivel cientifico, sino en el ambito cotidiano.
Pero la relacion entre las matematicas y las ciencias muchas veces esta ausente en la
ensefianza, sus conocimientos se dan de manera aislada, sin mostrar su cultura y utilidad.
Como recurso didactico se puede utilizar tal reciprocidad de manera amena, en cualquiera de
sus formas para enriquecer la ensefianza, la praxis y formacion del docente de matematicas,
véase [15].

En este trabajo intentaremos que los escolares aprendan ciertos contenidos matematicos tales
como los conceptos de sucesion, progresion aritmética y geométrica, asi como interpretar
graficas de sucesiones y tener una idea intuitiva del concepto de limite, todo ello basado en la
utilizacion de la modelizacion matematica de situaciones biolégicas y médicas en las que seran
necesarias las ecuaciones en diferencias. De esta manera, los estudiantes veran la importancia
de la modelizacion matematica para resolver numerosos problemas que surgen en la vida real,
y mas en concreto, en la biologia y en ciencias de la salud. Pretendemos de este modo que los
escolares logren un aprendizaje significativo.

En esta investigacion relacionaremos la actividad matematica escolar con ciertas situaciones
reales, con el fin de motivar al alumnado tanto hacia las matematicas como en su capacidad
futura para utilizar estas herramientas en distintos problemas que surgen en la vida cotidiana o
profesional.

El foco principal de este trabajo consiste en introducir las ecuaciones en diferencias en el tercer
curso de Educacion Secundaria Obligatoria comenzando con los conceptos de progresiones
geométricas y aritméticas, contenidos propios del curriculo oficial para dicho curso escolar,
como se puede comprobar en [4]. Al mismo tiempo, se fomentara la interdisciplinariedad
mediante el uso de este tipo de ecuaciones en procesos bioldgicos que le son familiares al
estudiante y ademas, se motivara al alumnado hacia una correcta utilizacion de las
calculadoras para centrar el trabajo del escolar en el razonamiento y evitar tareas repetitivas
que la maquina puede realizar. En suma, los estudiantes comprenderan de forma significativa
el concepto de modelo discreto que tantas veces se encuentra en problemas cotidianos.

En primer lugar, se han elaborado una serie de actividades de desarrollo con el fin de que los
escolares vean la importancia de las matematicas y mas en concreto, de las ecuaciones en
diferencias, para resolver numerosos problemas no sélo matematicos sino también aplicados a
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otras ciencias como la biologia. Estas actividades estan inmersas en la unidad didactica de
sucesiones y progresiones correspondiente al tercer curso de ESO.

Partiremos de las concepciones espontaneas personales que poseen los estudiantes ya sean
adquiridas en el colegio o a través de los medios de comunicacion o de situaciones familiares.
Dichas concepciones son muy resistentes al cambio y permanecen durante mucho tiempo de
manera que pueden contener factores contradictorios que se manifiestan segun las
situaciones.

Pretendemos que los errores y dificultades detectadas en este estudio nos permitan determinar
los obstaculos relacionados con los conceptos de progresion aritmética y geométrica y
proponer alternativas para solucionarlos.

Una vez finalizadas las actividades de aplicacién, se llevara a cabo un proyecto de
investigacion, mediante el cual se pretende que los estudiantes adquieran una actitud
auténoma y se sientan motivados al aplicar los conocimientos adquiridos en un proyecto que
trata situaciones médicas de actualidad.

1.2. Objetivos de la investigaciéon

El objetivo general que se pretende con esta investigacion es que los estudiantes aprendan de
forma significativa el concepto de ecuacion en diferencias y se den cuenta de lo necesarias que
son las matematicas, en concreto dichas ecuaciones, para modelizar situaciones en las
ciencias biolégicas y de la salud.

Los objetivos especificos que deberan lograr los estudiantes al finalizar esta propuesta son los
que se citan a continuacion:

=  Comprender los conceptos de variable discreta, sucesion, recurrencia, ecuacion en
diferencias, progresion aritmética y geométrica y ecuacion logistica.

= Relacionar las matematicas con la biologia y las ciencias de la salud fomentando de
esta manera la interdisciplinariedad.

= Expresar de forma grafica (mediante el uso de una calculadora grafica), verbal y
algebraica el concepto de ecuacién en diferencias y, en particular, el de sucesion,
progresion aritmética y geométrica y ecuacion logistica.

= Interpretar correctamente las graficas de sucesiones y asociarlas con enunciados
reales.

= Distinguir los diferentes tipos de progresiones mediante un enunciado o una grafica.

= Entender la idea intuitiva del concepto de limite de una sucesion haciendo uso de la
calculadora grafica.

= Potenciar la comunicacién linguistica, la expresion oral y escrita, el desarrollo
procedimental a la hora de tratar y elaborar la informacién (graficos, tablas, etc.) asi
como la utilizacién de la Tecnologia de la Informacion y la Comunicacion (TIC), la
sensibilidad artistica y cultural, el trabajo en equipo, etc., es decir, el desarrollo de las
diferentes competencias basicas.

» Fomentar la creatividad, la imaginacion, la autoestima de cada estudiante y la
colaboracion y el respeto hacia los demas.

= Desarrollar la capacidad de abstraccion matematica.

= Percibir la importancia de la utilizacion de determinadas herramientas matematicas
para su futura vida académica y/o profesional.

Como objetivo final que pretendemos alcanzar con este estudio es consolidar los

conocimientos adquiridos sobre las ecuaciones en diferencias y fomentar el espiritu
emprendedor e investigador de cada estudiante.
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2. Fundamentacion teodrica

A continuacion, se describen los principales aspectos teéricos que han servido de guia para la
realizacion de este estudio. En primer lugar, veremos la evolucién a través del tiempo de las
principales ecuaciones en diferencias. Por ultimo, analizaremos los contenidos sobre
progresiones en el curriculo de 3° ESO vy los estudios previos que guiaron esta investigacion.

2.1. Un poco de historia

La utilidad y concepcion de las teorias matematicas y sus saberes se utilizaban en otras
ciencias existentes en cada época, tales como la astronomia y la musica, por ejemplo. Los
resultados matematicos obtenidos son Utiles para el estudio en diversos ambitos. Sin la
matematica, el ser humano no hubiera alcanzado los niveles de desarrollo necesarios, tal y
como se puede leer en [15].

Cabe mencionar en este apartado al matematico italiano del siglo Xlll Fibonacci, que fue el
primero en describir la sucesion que lleva su nombre y que tantas aplicaciones tiene hoy en dia
en muchos aspectos relacionados con la naturaleza.

En el siglo XVII, distintos matematicos propusieron los primeros intentos de modelos
matematicos aplicados a otras ciencias, como por ejemplo, Descartes, quien los aplicé a la
fisiologia, pero éstos eran poco rigurosos y contenian un gran nimero de errores.

En el siglo XVIII tiene lugar el famoso modelo de Malthus que predecia la ocurrencia en el
futuro de un fendmeno llamado castastrofe malthusiana en el que los recursos alimentarios
serian claramente insostenibles para mantener a la poblacion mundial y sobrevendrian graves
guerras y hambrunas que causarian gran cantidad de muertos. Las ideas de Malthus se
recogieron en forma de ecuaciones diferenciales y con ellas se podia calcular, en funcién de
ciertos parametros, el tiempo de ocurrencia de dicha catastrofe, donde la cantidad de alimentos
disponibles no es suficiente para sostener a toda la poblacion.

Este modelo fue tomado seriamente por muchas personas pero el prondstico catastrofista no
se cumplié por varias razones: en primer lugar ocurri6 la llamada transicion demografica por la
cual muchas sociedades a partir de un nivel de renta moderaron la tasa de natalidad, pasando
de un crecimiento exponencial a un crecimiento logistico; por otra parte, la tasa de aumento de
los recursos habia crecido mas rapido de lo previsto.

Ante esta situacion, surgié el modelo de Verhulst en 1838 para describir la evolucion de una
poblacion cuyo crecimiento es exponencial al principio (como en el caso del modelo de
Malthus), pero que al cabo de un tiempo aparece la competicion entre los miembros de la
poblacion por los recursos existentes, frenando el crecimiento y alcanzando una cota en el
numero de efectivos.

En 1825 Benjamin Gompertz propuso un modelo para describir la mortalidad humana en
edades adultas y es usado actualmente por muchas compafiias de seguros para el calculo de
los costes de los seguros de vida. También describe con bastante buena aproximacion el
crecimiento de los tumores, que representa un problema de desarrollo de una poblacién en un
espacio confinado.

En el siglo XX, Michaelis y Mente proponen un modelo bioquimico para describir la catalisis
enzimatica. Dos afos después, Lee presenta un modelo para explicar los efectos de las
radiaciones sobre las células.

El siguiente modelo de interés en biologia fue desarrollado por Ludwing von Bertalanffy a
principios de la segunda mitad del siglo XX para describir el tamafio de los individuos de una
poblacion de peces en funcién de su edad. En general, describe bastante bien la evolucion de
la talla de una poblacion con la edad (a partir de lo cual se puede describir también la evolucién
de la masa corporal con la edad), de modo que el crecimiento es rapido al principio y
posteriormente va disminuyendo hasta que para tiempos suficientemente grandes, es nulo.
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Otros ejemplos interesantes que tuvieron lugar durante este siglo fueron, el modelo de Lee
para explicar los efectos de las radiaciones sobre las células y el modelo de Hodking y Huxley
para la generacién y transmision del impulso nervioso. Este ultimo tuvo mucha transcendencia
ya que a través de él es posible explicar todas las propiedades experimentales conocidas
respecto a la generacion y propagacion del impulso nervioso y, ademas, sugeria que la
dinamica de muchos procesos biolégicos debia ser no lineal.

A partir de este momento, empieza la edad de oro para la construccién y posterior
interpretacion de modelos matematicos aplicados a la biologia. En los afios 60 se publicaron un
gran numero de trabajos, especialmente los relacionados con el sistema nervioso, muchos de
ellos con escaso interés practico. El siguiente paso importante se da en la década de los 70
cuando se descubre que las soluciones de sistemas dinamicos presentaban un
comportamiento cadtico. Un ejemplo lo encontramos en el modelo logistico de Robert May, que
supuso toda una revolucién comparable al impacto causado por el modelo de Hodgkin y
Huxley. La teoria del caos inmediatamente entusiasmo a bidlogos, fisicos y matematicos,
dedicados todos ellos al estudio de los modelos matematicos.

A pesar de que las situaciones reales de dinamica de poblaciones, actividad cerebral o
evoluciéon de enfermedades, entre otras, son muy complicadas de modelizar a través de
modelos elementales, se pueden realizar simplificaciones para poder estudiar el
comportamiento parcial del sistema.

2.2. Las progresiones en el curriculo de 3°ESO

Dado que en este curso escolar 2014/2015 aun no se ha implantado la LOMCE en el curriculo
de 3° ESO, vamos a guiarnos por la Ley de Educacién todavia vigente, LOE, [7]. En este
apartado analizaremos los contenidos relativos a sucesiones y progresiones que aparecen en
el Decreto 133/2007 del 5 de julio por el que se regulan las ensefianzas de la educacion
secundaria obligatoria en la Comunidad Autdbnoma de Galicia, [4].

Las sucesiones y progresiones se encuentran en el curriculo del tercer curso de la ESO dentro
del bloque de Algebra. Los contenidos que se deberan trabajar en este curso y que los
estudiantes deberan manejar con soltura son:
- ldentificacion y comprobacién de regularidades numéricas, curiosidad e interés por
investigarlas en contextos diversos. Analisis de sucesiones numéricas. Progresiones
aritméticas y geométricas.

- Sucesiones recurrentes. Las progresiones como sucesiones recurrentes.

En relacién a estos contenidos, se plantearan una serie de actividades que se llevaran a cabo
en el aula, cuya finalidad principal es que los estudiantes vean la aplicacién de estos conceptos
en sus vidas cotidianas, que los entiendan de forma significativa y ademas, se fomentara el uso
de las TICs y la interdisciplinariedad.

En suma, se trabajaran todas y cada una de las competencias basicas gracias al Proyecto de
Investigacion. A continuacion se detalla el modo en el que se contribuye a la adquisicion de
cada una de ellas:

1. Competencia en comunicacion lingiiistica. Desarrollaremos esta competencia
mediante la busqueda de informacion, sintesis de las ideas principales obtenidas,
redaccion del proyecto con sus respectivas explicaciones y justificaciones, exposicion
del proyecto y, por ultimo, recopilacion de lo mejor de cada estudio para entre todos
elaborar un unico proyecto para toda la clase.

2. Competencia matematica. Esta competencia estara presente en todo momento ya
que se trabajaran conceptos matematicos.

3. Competencia en el conocimiento y la interaccion con el mundo fisico. Dado que
estamos relacionando el tema de sucesiones con situaciones reales, tales como la
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propagacion de enfermedades, por ejemplo, estaremos trabajando esta competencia
de forma directa.

4. Tratamiento de la informacidon y competencia digital. Mediante el uso del ordenador
para obtener toda la informacién necesaria, el uso de la calculadora grafica y uso de
programas para realizar las presentaciones de los trabajos.

5. Competencia social y ciudadana. Los estudiantes tendran que trabajar de forma
cooperativa en grupos, siendo tolerantes con sus companeros, debatiendo unos con
otros para llegar a un acuerdo de todos los componentes, siempre con respeto y orden.

6. Competencia cultural y artistica. Se trabajara esta competencia mediante el manejo
de informacién de actualidad, lectura de noticias de prensa o articulos de revistas,
entre otros. Ademas, los estudiantes tomaran imagenes y/o videos de todo el proceso
para, finalmente obtener una exposicién lo mas elaborada posible.

7. Competencia para aprender a aprender. Relacionaremos muy directamente esta
competencia con el proyecto de investigacion, ya que los escolares consolidaran sus
conocimientos matematicos mediante su aplicacion en situaciones reales, por lo que
aprenderan de forma significativa y veran la funcionalidad de las matematicas en su
entorno.

8. Autonomia e iniciativa personal. Se trabajara esta competencia intensamente dado
que los estudiantes llevaran a cabo una pequefia investigacion que les dara autonomia
en la toma de decisiones y en la busqueda de soluciones, fomentando asi la confianza
en si mismos.

2.3. Antecedentes de la investigaciéon

Son muchas las investigaciones existentes centradas en el estudio de las ecuaciones en
diferencias y de las ecuaciones diferenciales aplicadas a la biologia y a otras ciencias. En este
apartado, haremos una breve descripcion de algunas de ellas, centrandonos principalmente en
el concepto de ecuaciones en diferencias. Ademas, para fomentar el uso adecuado de la
calculadora a lo largo de este trabajo, hemos tomado como referencia el estudio realizado en
[3] donde se pone de manifiesto la utilizacién de la calculadora para realizar actividades de
razonamiento inductivo.

Para comenzar, destacamos [1] donde se presenta un trabajo cuyo objetivo fundamental es
mostrar la interaccion entre la biologia y las matematicas, proponiendo distintos fenémenos
bioldgicos tales como la dinamica del ADN, el crecimiento de tumores o dinamica de
poblaciones, entre otros.

Otro documento que nos ha servido de inspiracion en algunas actividades que aqui se
proponen ha sido [11] en el que se proponen una coleccién de ejercicios resueltos sobre
aplicaciones de las ecuaciones en diferencias y diferenciales en biologia.

Ademas de estos estudios de caracter practico, nos hemos apoyado en [12] que desarrolla de
manera tedrica un estudio sobre modelos matematicos, ecuaciones y sistemas de ecuaciones
en diferencias, entre otros. Nos ha servido principalmente para la elaboracion del proyecto de
investigacion.

Siguiendo con trabajos teodricos, [13] realiza un estudio sobre los sistemas dinamicos desde el
punto de vista tedrico. Nos hemos centrado principalmente en la parte que trata la aplicacién de
la ecuacion logistica.

[10] Presenta un estudio tedrico de introduccion a las ecuaciones en diferencias y muestra el
paralelismo entre éstas y las ecuaciones diferenciales.
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En [16] se describen distintos ejemplos de modelizacién que se aplican en situaciones
cotidianas tratando el concepto de punto fijo y el de ecuacién logistica, ambos necesarios en el
presente estudio.

Los libros [5] y [6] son esenciales desde el punto de vista tedrico. Realizan un estudio de las
ecuaciones diferenciales y en diferencias de donde hemos extraido la relacién expresada
mediante la ecuacion logistica propuesta en el proyecto de investigacion.

También se han revisado documentos sobre proyectos de investigacion llevados al aula como
puede ser [2], donde se analiza la produccion matematica de un grupo de estudiantes de
secundaria cuando se enfrentan al trabajo de proyectos basado en la modelizacion de diversas
situaciones.

En [7] los autores proponen un aprendizaje de las matematicas basado en proyectos de
investigacion con el fin de reconocer la capacidad, responsabilidad y la libertad del estudiante
en decidir a trabajar guiados por el profesor.

Para la propuesta del trabajo de investigacion sobre la propagacion de enfermedades nos ha
inspirado la referencia [9].

Con respecto a la forma de trabajar en el aula mediante proyectos de investigacion, hemos
tenido en cuenta las explicaciones y las ventajas que aparecen en [14].

Finalmente, en [18] se realiza un estudio sobre sucesiones y series desde el punto de vista del
aprendizaje significativo, proponiendo una unidad didactica con numerosas actividades que
pueden servir de apoyo en la actividad docente.

3. Diseino de la investigacion

La revision de los estudios previos realizada, nos muestra la gran cantidad de enfoques y de
resultados relevantes sobre las concepciones que tienen los estudiantes en el estudio de las
sucesiones. Asimismo, nos aportan ideas sobre qué tipo de actividades se pueden proponer
para que el aprendizaje no resulte memoristico y se sientan motivados al realizarlas, viendo
algunas de las aplicaciones que tienen, en este caso las sucesiones, para el estudio de
situaciones reales.

Esta investigacion se centra principalmente en fomentar en los estudiantes una actitud positiva
hacia las matematicas de forma que no la asimilen como una materia estancada en el curriculo,
sino que sientan curiosidad por aprender y por saber mas acerca de sus aplicaciones.

3.1. Contexto

Esta propuesta va dirigida al tercer curso de Educacion Secundaria Obligatoria. Trata del
estudio de las ecuaciones en diferencias, en concreto, de las progresiones aritméticas y
geométricas y de la ecuacion logistica, desde un punto de vista distinto al usual.

Pretendemos enfocar estos conceptos dentro de la biologia y ciencias de la salud para darles
mayor funcionalidad. Para ello se proponen actividades sobre aspectos bioldgicos en las que
se hace uso de las ecuaciones en diferencias, la representacion grafica de sucesiones, la
calculadora gréfica y otro software matematico.

En suma, se llevara a cabo una pequefia investigacion para consolidar mejor los conocimientos

adquiridos y para estimular a los escolares en el aprendizaje de las matematicas como recurso
para modelizar situaciones cotidianas.

3.2. Metodologia

Este estudio se llevara a cabo para introducir contenidos relacionados con sucesiones y
progresiones en el tercer curso de la ESO. Los estudiantes adquiriran los nuevos
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conocimientos de forma significativa al poder aplicarlos directamente en situaciones reales de
ambito biolégico.

Dificilmente el alumno podra construir significados si el contenido es vago, esta poco
estructurado o es arbitrario, es decir, si no es potencialmente significativo desde el punto de
vista légico.

Nuestro papel como docentes es fundamental para transmitirles a los estudiantes motivacion,
curiosidad, interés por aprender, ganas de seguir aprendiendo... y todo ello se puede conseguir
si orientamos el aprendizaje de las matematicas desde su punto de vista mas funcional,
dejando a un lado el aprendizaje mecanico y memoristico asi como la resolucion de actividades
repetitivas.

En este trabajo introducimos las ecuaciones en diferencias, que no son mas que una expresion
que relaciona distintos términos de una sucesion. Estas nos seran de utilidad para modelizar
diversas situaciones en las actividades propuestas. Ademas, se trataran algunos conceptos
extracurriculares como la ecuacion logistica puesto que creemos que, tras introducir las
progresiones, los alumnos estan capacitados tanto para comprenderlas como para observar su
gran utilidad en los procesos de modelizacion; asimismo, se realiza un acercamiento a
conceptos que se corresponden a cursos superiores como es el concepto de limite, ya que
consideramos que a partir de una grafica de una sucesion, los estudiantes pueden observary
entender de forma intuitiva esta nocién.

Por ultimo, los escolares trabajaran en grupos de como maximo 3 personas, para llevar a cabo
una investigacion matematica. Tendran que buscar informacién, analizarla y sintetizarla,
seleccionando la que le es util de la que no, y simbolizarla en la busqueda de regularidades y
patrones que ayuden a crear un modelo matematico que represente la realidad en estudio y
permita, al operar con él, dar respuesta a dicha problematica. Para ello, tendran que seguir
unas pequefias pautas, que les sirva de guia y les facilite la resolucion del problema.

Esto involucra un gran trabajo, tanto de los alumnos como de los docentes; los estudiantes, al
desarrollar la investigacién, aprenden a conducirse en sus tareas de indagacién y estudio, tanto
en forma independiente como colectiva, elaborando y adquiriendo conocimientos con sus
compafieros de equipo, utilizando el apoyo de las TICs para lograr los objetivos planteados.

Durante las sesiones de aula, el docente realizara un seguimiento, analizando los errores y
dificultades que puedan surgir en el transcurso de la investigacion, asi como sus avances.

Finalmente, para que quede reflejado el esfuerzo y todo el trabajo de cada grupo, realizaran
una presentacion y la expondran para toda la clase. De esta manera, ademas, podran observar
que, a pesar de que todos los grupos trabajasen en el mismo proyecto, cada uno de ellos lo
puede enfocar de una manera u otra, con distintas herramientas y de diversas maneras.

Lo ideal seria que, una vez expuestos todos los trabajos, entre toda la clase lleguemos a un
proyecto final y Unico recogiendo lo mejor del trabajo de cada uno de los grupos.

3.3. Elaboracion y aplicacion de los instrumentos

3.3.1. Actividades de aplicacion

Esta propuesta esta pensada para introducir al alumnado en contenidos de sucesiones y
ecuaciones en diferencias, haciendo hincapié en los dos tipos de progresiones y su
aplicabilidad en las ciencias bioldgicas y de la salud.

Por ello se plantean una serie de actividades que se realizaran en el aula, todas ellas
planteadas desde la biologia y ciencias de la salud, con el fin de fomentar la
interdisciplinariedad, la motivacion de los escolares, el interés hacia las mateméticas y su
funcionalidad.
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Al resolver problemas se aprende a hacer matematicas, lo cual constituye uno de los objetivos

basicos para la formacién de los estudiantes. Con ello aumentan su confianza, tornandose mas
perseverantes y creativos y mejorando su espiritu investigador, proporcionandoles un contexto

en el que los conceptos pueden ser aprendidos y las capacidades desarrolladas.

A continuacion se describen las actividades elegidas para este estudio, como se podrian llevar
a cabo y lo que se pretende alcanzar con ellas.
+« Analisis de los conocimientos previos de los estudiantes sobre los conceptos de
interés
- Actividad 1: Define con tus propias palabras los siguientes términos: variable discreta,
sucesion, recurrencia, progresion aritmética y progresion geométrica.

Con esta actividad, pretendemos averiguar las concepciones previas que tienen los escolares
sobre los conceptos en cuestion para que de esta manera sepamos qué dificultades y errores
presentan para ellos.

- Actividad 2: Problema del trigo y del tablero de ajedrez

Si se colocase sobre un tablero de ajedrez (lo suficientemente grande) un grano de trigo
en la primera casilla, dos en la segunda, cuatro en la tercera, ocho en la cuarta y asi
sucesivamente,

a. ¢Cuantos granos de trigo habria en la sexta casilla? ;y en la octava?

b. ¢Cuantos granos de trigo habria en la ultima casilla del tablero de ajedrez?

c. ¢Qué relacién hay entre el nUmero de granos de trigo en una casilla 'y en la siguiente?

A través de esta actividad realizaremos un primer acercamiento al concepto de ecuacién en
diferencias y al de su solucion, una progresion geométrica. Los estudiantes tendran que
deducir que, en cada casilla, el nimero de granos de trigo es el doble que en la anterior, de
esta forma podran dar la expresion de la ecuacién en diferencias correspondiente. Ademas,
observaran que a partir del término general de la progresiéon geométrica se pueden obtener el
numero de granos de trigos que hay en la dltima casilla del tablero de ajedrez, sin tener que
calcular todos los anteriores.

Una vez realizada la actividad, los estudiantes leeran la famosa leyenda del ajedrez y los
granos de trigo y para finalizar deberan contestar a la siquiente pregunta en la que tendran que
hacer la suma de una cantidad finita de términos de la progresién geomeétrica:

d. ¢ Cuantos granos de trigo le pidié Sissa al rey Sheram finalmente? ;Pudo darselos?
¢, Por qué?

KD

« Aplicacion de lo aprendido:
- Actividad 3: La amanita muscaria es un tipo de seta venenosa que se encuentra
frecuentemente durante el otofio en bosques templados en donde hay mucha humedad
y las temperaturas no suelen bajar mucho. Imagina que vas por el bosque y te
encuentras con 3, sabiendo que cada dia aparecen 4 mas, determina:
a. ¢Cuantas amanitas encontraras si vas dos semanas después a ese mismo bosque?
¢, Cuantas habra al cabo de n semanas?
c. ¢Qué relacion hay entre el numero de amanitas que encuentras en un dia y en las que
hay al dia siguiente?
d. Representa graficamente esta situacion utilizando la calculadora. ;Qué observas?

c

En primer lugar deberéan deducir que el crecimiento de estas setas sigue una progresion
aritmética, por lo que tendran que obtener su expresion general identificando el primer término
y la diferencia. Ademas, tendran que deducir que la relacion entre las setas que habia
inicialmente y las que habia el dia siguiente, consiste en un aumento de cuatro setas, lo cual
les permite escribir la ecuacion en diferencias. Por ultimo, haremos uso de la calculadora
grafica para representar una cantidad finita suficientemente grande de términos de la solucién
de la ecuacion en diferencias. Se profundizara en el analisis del caracter discreto de la variable
‘tiempo” y en la infinitud de las sucesiones, introduciendo intuitivamente el concepto de funcién
discreta.
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- Actividad 4: Se tiene una colonia de bacterias en la que cada bacteria se reproduce
asexualmente, dividiéndose en dos bacterias tras la duplicaciéon de su material
genético. Esta divisién se produce cada hora. Realiza un pequefio esquema para
visualizar mejor el proceso.

Si la poblacion inicial es de 100 bacterias:

a. ¢Cual sera el numero de bacterias que tendra la colonia cuando hayan pasado 3 horas?

¢ Y cuando hayan pasado n horas?

c. ¢Queé relacion hay entre el nimero de bacterias en una hora determinada y el nimero
de bacterias en la siguiente hora?

d. Representa graficamente esta situacion haciendo uso de la calculadora. ¢ Qué
observas?

o

Los estudiantes tendran que hacer un esquema adecuado del proceso que les facilitara darse
cuenta de que se trata de una progresion geomeétrica. Deberan deducir cual es la razén y dar
su término general para poder obtener cualquier otro valor a partir de la condicion inicial. De
nuevo tendran que dar la expresion de la ecuacion en diferencias correspondiente, para saber
qué relacion existe entre cada hora y su siguiente, ademas de obtener su representacion
gréfica.

Mediante estas dos actividades (actividad 3 y 4) los estudiantes observaran la aplicacion de las
ecuaciones en diferencias en una ciencia que es conocida para ellos como la biologia y
estableceran una conexion entre ambas ciencias: biologia y matematicas. Por otro lado, una
vez que entiendan el comportamiento de cada sucesion y vean de qué manera crece en cada
caso, la representacion grafica les permitira detectar los posibles errores que hayan tenido en
la modelizacion.

o,

+ Interpretacion de graficas de sucesiones en situaciones reales:

- Actividad 5: Interpreta el significado de las siguientes graficas de sucesiones
inventando un posible enunciado, que se ajuste a una situacion real, y que verifique las
condiciones expuestas en cada una de las imagenes. Indica cudles son las variables x
e y en cada caso y di si se trata de una progresion aritmética o geométrica justificando
la respuesta. Indica hacia donde crees que tiende cada sucesion.

Grafica 1:
M
800 °
°
700 °
°
600 °
)
5000
400
300
200
100
X
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14"

Imagen 1: Grafica 1 presentada en la actividad 5.
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Gréfica 2:
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Grafica 3:
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o4

Imagen 2: Grafica 2 presentada en la actividad 5.

! I !

1 22 23 24 25

X
N
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Imagen 3: Grafica 3 presentada en la actividad 5.
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Gréfica 4:

82)’ ®

71

61
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Imagen 4: Grafica 4 presentada en la actividad 5.

Mediante esta cuestion, los estudiantes tendran que desarrollar sus capacidades de creatividad
e imaginacién para inventar un enunciado real acorde a cada situacién. Analizaremos si los
alumnos son capaces de interpretar graficas de sucesiones e identificar qué graficas se
corresponden a una progresidon geomeétrica y cuales a una progresion aritmética. Ademas de
esto, introduciremos de forma intuitiva el concepto de limite de una sucesion.

K2

+ Actividades de profundizacion:
- Actividad 7: Para dos poblaciones de aves que crecen independientemente una de la

otra, obtenemos las siguientes ecuaciones en diferencias, donde n representa el
tiempo en dias:

1. x(n+1) =x(n)+10
2. x(n+1)=0,5-x(n)+ 30

a. Realiza una tabla de valores para cada ecuacion ayudandote de la calculadora.
b. Representa graficamente, haciendo uso de la calculadora, cada situacion en funcion del

tiempo n. 4 Cual de estas poblaciones es mas realista? Justifica tu respuesta.
c. ¢Qué pasaria si se diese la primera situacion en la realidad?

En esta actividad, los estudiantes tendran que obtener distintos valores para cada una de las
ecuaciones, haciendo uso de la calculadora, y recogerlos en una tabla. Una vez hecho esto,
tendrén que representar dichos valores y observaran que la ecuacion correspondiente a la
primera poblacioén de aves no es realista ya que crece indefinidamente con el tiempo, si que lo
seria en un plazo corto de tiempo pero no a largo plazo. Tendran que explicar, a su manera,
qué pasaria si se diese esa situacion. En cambio, en la segunda situaciéon observaran que el
crecimiento de la poblacion de aves se estabiliza con el tiempo, lo cual es mas realista.

Pagina 12 de 19



- Actividad 8: Sea a,, el numero de individuos de una determinada especie de animales
en el tiempo n en afos. Sabiendo que su evoluciodn sigue una relacion de la forma:

3 1
An+2 =E'an+1 _E'awn =012,

a. Siinicialmente (n = 0) hay una poblacién de 100 individuos, ¢ cuantos cabe esperar
que haya al afio siguiente?

b. Sabiendo ademas que en el primer aio hay 250 individuos, ¢cuantos habra en el
segundo afno? ;Y en el tercero? ;Y en el cuarto?

c. ¢Serias capaz de deducir qué ocurre a largo plazo con la poblacién? Comprueba
que la poblacion se estabiliza. Haz uso de la calculadora si lo necesitas.

Esta actividad se propone con el fin de que los alumnos se percaten de la necesidad de las
condiciones iniciales para poder obtener las soluciones de una ecuacion en diferencias. Todas
las ecuaciones que se han visto con anterioridad son de orden uno, por lo que con la condicién
inicial es suficiente, sin embargo, para que los alumnos no actiien de modo mecanico, en esta
tarea se propone una ecuacion en diferencias de orden dos en la que es necesario partir de

dos valores previos, el correspondiente a los momentosn = 0 y n = 1. Se plantean distintos
apartados para gquiar al alumnado hacia esa necesidad de tener mas datos para poder resolver
el problema.

3.3.2. Proyecto de investigacion

Una de las herramientas mas interesantes de las que actualmente disponemos para analizar y
predecir el comportamiento de un sistema bioldgico es la construccién y posterior simulacion de
un modelo matematico.

En este sentido, llevaremos a cabo un proyecto de investigacién en el cual los estudiantes
trabajaran en pequefos grupos (3 personas maximo y 2 como minimo) para elaborar un
modelo matematico en el que veran la aplicacion de las matematicas en situaciones reales.

Tendra lugar una vez introducidas en el aula las sucesiones y las ecuaciones en diferencias.
Consistira en un proyecto interdisciplinar en el que los estudiantes tendran que obtener, entre
otras cuestiones, una ecuacion en diferencias que describa la evolucién del contagio de una
enfermedad, el Ebola.

Nuestra meta de ensefianza y aprendizaje de las matematicas por proyectos de investigacion
es que los estudiantes conecten lo aprendido en el aula con la realidad que van a modelizar,
percatandose de la belleza y utilidad de las matematicas en conexioén con otras ciencias como
la biologia. Esto deriva en que adquieran y retengan conocimientos de un modo mas
espontaneo, ademas de lograr una mejora en el desarrollo de sus habilidades y capacidades
matematicas.

En suma, aprenderan a trabajar en equipo, a tomar decisiones, a buscar y depurar
informaciones, a llevar un control del tiempo, a desarrollar destrezas de comunicacion y
resolucion de problemas.

A continuacion se detallan las pautas y pasos que los estudiantes deberan seguir para llegar a
ese modelo de forma éptima.

Titulo del proyecto: Matematicas en accion... jTambién en un hospital?

» ¢Qué es un proyecto de investigacion? Empezaremos el estudio intentando definir este
concepto entre todos. Los estudiantes aportaran definiciones y el docente apuntara las
ideas principales de lo que entiende cada uno por proyecto de investigacion, llegando
finalmente a una definicion semejante a la siguiente:
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“Un proyecto de investigacion es un procedimiento que, siguiendo el método cientifico,
pretende recabar todo tipo de informacién y formular hipdtesis acerca de cierto fenémeno social
o cientifico, empleando las diferentes formas de investigacion.”

» ¢Para qué vamos a realizar un proyecto de investigacion? Los estudiantes tendran que
exponer sus ideas y opiniones sobre lo que consideren que van a conseguir o alcanzar con
este estudio. Podriamos dar respuesta entre todos a la pregunta “para qué” aportando las
siguientes justificaciones:

o Para trabajar de forma cooperativa.

o Para establecer una conexion entre las matematicas y otras ciencias como la biologia.
Para poder ver de una forma directa la funcionalidad de las matematicas en situaciones
cotidianas.

Para fomentar nuestra creatividad y curiosidad.

Para aprender a buscar informacion y decidir cual es relevante y cual no.

Para consolidar los conocimientos que hemos adquirido.

Para mejorar nuestra capacidad de abstraccion matematica.

Para aprender a modelizar situaciones reales.

(@)

O O O O O

» ¢Coémo y con quién vamos a trabajar?

El docente determinara los grupos de trabajos por orden de lista de como maximo 3
componentes y como minimo 2. De esta manera, se evitaran posibles rechazos o discusiones
entre los escolares.

Antes de empezar la investigacion, se les entregara un cartelito con sus nombres, apellidos,

curso, nombre del centro, nombre de la materia (Matematicas) y la palabra investigador, que
deberan llevar colgado a modo de collar durante el horario lectivo. Ademas se les propondra
que traigan los materiales o la vestimenta que ellos consideren que necesita un investigador.

Creemos que los estudiantes tienen una concepcion errénea sobre el personaje investigador,
quizas porque asocian al investigador como una persona que lleva bata blanca, gafas de
plastico transparentes, probetas...etc. que es lo que se suele representar en peliculas y series
de television. Por este motivo, queremos observar cdmo ellos ven a una persona que se dedica
a investigar y corregir posibles concepciones erréneas, ya que no hay ningun prototipo
especifico de investigador.

En cada grupo deberan nombrar a un director del proyecto y a un secretario, que seran los
principales responsables de la organizacion y elaboracion del proyecto. El director sera el
mayor responsable del proyecto. Tendra que mantener el orden en el grupo, llevar a cabo el
cumplimiento de los tiempos y el que tome todas las decisiones finales. El secretario se
encargara de realizar un diario de investigacion con toda la informacion que vayan obteniendo;
tomar imagenes y/o videos si lo desean de como estan realizando el proyecto y de informar al
profesor/a de la evolucién del mismo.

» Planteamiento del problema.

Pongamonos en la tesitura de que en Espafia hay un brote de Ebola - algo que podria suceder
realmente -, de manera que aparecen inicialmente 100 habitantes infectados. Salta la alerta en
todo el pais por lo que aumenta la angustia, la desesperacion, las ganas de aislarse del mundo
y de emigrar para intentar salvar sus vidas. Pero, debido al peligro que supone tanto que una
persona salga del pais, por poder estar infectado y propagar la enfermedad en otro pais, como
porque entre alguien al pais y también ser contagiado, se impiden totalmente las salidas y
entradas en Espafia. Todo el pais permanece aislado del resto del mundo, por lo que es muy
probable que se acaben infectando cada vez mas esparioles con el tiempo.

En vuestras manos esta estudiar esta enfermedad a fondo, para conocer cuales son los
sintomas, como se contagia, qué medidas de prevencion hay que tomar y proponer una
solucioén para que el numero de infectados no crezca indefinidamente pudiendo acabar con
toda la poblacién, lo cual seria una catastrofe.
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1)

¢Cual es la informacién que realmente necesitamos?

Dentro de este apartado los estudiantes deberan buscar informacion en Internet, libros y/o en
revistas sobre las siguientes cuestiones para, de esta manera, guiarles en sus trabajos:

apow

o

i
2)

;Qué es el Ebola?

¢, Cuales son sus sintomas?

¢,Como se contagia? )

Busca datos y cifras sobre las infecciones de Ebola. ¢ En qué lugares es mas
frecuente? )

Analiza por lugares el numero de muertes por Ebola en funcién del numero de
infectados. ¢ Cual es el porcentaje de muertes en cada lugar?

¢,Cual es el numero de médicos, enfermeros y auxiliares por numero de habitantes en
los lugares donde esta mas presente el Ebola?

Busca el numero de habitantes que hay en Espafia.

Analiza el tipo de poblacién que hay en Espana, cual es su crecimiento, cdmo se
distribuye en cada Comunidad Auténoma y dénde esta mas concentrada la poblacion.
Obtén informacién acerca del gasto que supone atender a un enfermo de Ebola, hacer
una prueba en el laboratorio de si hay infeccion o no, y de hacer un seguimiento a un
sospechoso de Ebola.

¢, Qué es la OMS? ;Cuales son sus funciones principales?

A qué se reduce ahora el problema?

Con toda la informacion recogida, se plantean las siguientes cuestiones que tendran que
analizar, debatir entre sus compafieros y resolver.

a.

Describe una variable que indique el numero de infectados en Espafa en funcién del

tiempo t en dias. De la misma manera, deduce cémo representarias el numero de
espafoles no infectados pero susceptibles de serlo.

Supon que cada uno de los 100 infectados inicialmente esta en contacto con el resto
de poblacion no infectada y que esta enfermedad se contagia con una probabilidad de
2 sobre el numero total de individuos. ; Cuantos enfermos habria en el primer dia? Y
en el segundo? , Cuantos enfermos habria en Espafia en una semana? Puedes
elaborar, con ayuda de la calculadora, una tabla que te facilite los calculos.

Deduce una ecuacion que te aporte informacion sobre la relacion entre el nUmero de
infectados eneldiat yeneldiat + 1.

Los estudiantes tendrian que llegar a las siguientes conclusiones:

S,‘i hay un total de N individuos en la poblacion, sabemos que hay un nimero de infectados por
Ebola y otros que no lo estan pero que estan en contacto con los infectados. Por lo tanto,

deberemos asignar una variable al nimero de infectados en cada instante de tiempo t. Sea
x(t) la variable que nos da el niumero de infectados por Ebola en el instante t (dias), de aqui
se puede deducir, por tanto, que el numero de no infectados en cada instante t vendra dado
por la expresion N — x(t), puesto que N representaba el nimero total de individuos. Como

estamos suponiendo que la probabilidad de contagio es %y que se juntan los infectados con los

que no lo estan, el nimero de infectados en el instante t + 1 vendra dado por la siguiente
ecuacion:

d.

x(t+1) = %-x(t) (N — x(t))

Teniendo en cuenta el numero inicial de infectados y la poblacion de Espafia, elabora
una tabla de valores y una grafica, haciendo uso de la calculadora, donde se recoja el
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numero de infectados a lo largo del tiempo que consideres oportuno desde el momento
en que se empieza a propagar la enfermedad. ; Qué observas?

Los estudiantes observaran que, a medida que pasa el tiempo, el numero de infectados de
Ebola es igual al nimero de personas sanas, es decir, el numero de enfermos se estabiliza a lo
largo del tiempo.

e. ¢Cuantos enfermos cabe esperar que haya en Espafia al cabo de un mes?

f. ¢Podriamos pensar en un numero inicial de enfermos, para que, al cabo de 2 meses,
toda la poblacién esté infectada? Haz las pruebas que consideres oportunas y justifica
tu respuesta.

Los escolares deberan darse cuenta de que, aunque cambien el numero de infectados que hay
inicialmente, no es posible que toda la poblacion este infectada, a no ser que supongamos que
inicialmente estamos todos enfermos por el Ebola.

g. Llevando a cabo todas las medidas de prevencion para evitar en lo posible el contagio,
épiensas que se podria erradicar la enfermedad? 4, Cémo lo harias? ;Qué pasa si la
probabilidad de contagio es menor? Haz la demostracion y estudia el comportamiento.

En este apartado, deberan probar qué ocurre si la probabilidad de contagio es menor,

1,5 , .
podriamos probar con ~ 7 obteniendo los valores con la calculadora y representandolos, los
estudiantes observaran que la enfermedad se erradica con el tiempo.

h. Debido a que las medidas de prevencién no han sido suficientes y muchos médicos/as
no las han cumplido, la probabilidad de contagio ha aumentado un poco

3 . . . . .
(W aproximadamente), analiza qué ocurre ahora representando de nuevo la situacion.
¢ Qué observas?

Al obtener distintos valores a partir de la ecuacion, los escolares observaran que el nimero de
infectados oscila con el tiempo entre dos unicos valores.

i. Estudia el comportamiento del numero de infectados en el caso de que la probabilidad
. 3,6 . . .
de contagio sea N ¢ Qué conclusiones obtienes?

Con esta cuestion pretendemos que los estudiantes observen el comportamiento cadtico que
se presenta en esa situacion.

j.  Imagina que formais parte de la OMS. Poneros en la situacion de que las tres cuartas
partes de la poblacién espafiola sufre Ebola, el 10% restante de la poblacién necesita
hacerse una prueba en el laboratorio para confirmar si tienen Ebola o no y de ese 10%,
el 30% necesita un seguimiento por sospecha de que tengan Ebola. ;Cuanto dinero
necesitariamos en Espana para poder afrontar esta situacién en el primer mes? Si a
partir del primer mes, el nimero de infectados por Ebola se incrementa en 20 mas cada
mes, ¢cuanto costaria afrontar la situaciéon en el segundo mes? ;Y al cabo de un afio?
Modeliza esta situacion mediante una ecuacion que te aporte informacién sobre los
gastos en funcién del tiempo expresado en meses.

En primer lugar, los estudiantes tendrian que darse cuenta de expresar todo en funcién del
numero de infectados por Ebola en cada instante de tiempo t expresado en meses. Una vez
que hagan eso, deberan plantear la ecuacion que les informe sobre el dinero que costaria el
mantenimiento de esas circunstancias en funcion del tiempo y, por Gltimo, afiadir la constante,
llamada diferencia, que seria 20 enfermos por el coste de cuidar cada uno. Esto daria lugar a
una sucesion aritmético-geométrica.
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3) ¢Y qué hacemos ahora con todo esto?

Para finalizar el proyecto, los estudiantes deberan recopilar todo el material que encontraron,
todos los calculos que hicieron, todas las pruebas con sus respectivas explicaciones de por qué
lo habian hecho asi hasta la solucion final y éptima del problema. Con ello, deberan realizar
una presentacioén que expondran para toda la clase en la que deberan realizar una reflexion
final acerca de los siguientes puntos:

- ¢ Te ha gustado esta actividad? ¢ Por qué si/no?

- ¢Qué has aprendido gracias a este proyecto?

- ¢Por qué consideras que son necesarias las matematicas en otras ciencias y en la vida
real?

4. Objetivos de la futura experiencia de aula

Este estudio se propone con el fin de llevarlo a la practica con un grupo de estudiantes de
tercer curso de Educacién Secundaria Obligatoria. Dado que de momento esto no se va a
realizar, a continuacion se plantean algunas cuestiones a las que se intentara dar respuesta
una vez que se lleve a cabo esta propuesta en el aula:

= ; Cual es la idea intuitiva que tienen los estudiantes sobre los conceptos de variable
discreta, sucesion, recurrencia, progresion aritmética y geométrica?

= ; Qué dificultades presentan en el aprendizaje de las ecuaciones en diferencias, en
particular, progresion aritmética, progresién geométrica y ecuacion logistica?

= 4 Qué errores principales comete el alumnado cuando se les proponen actividades
sobre estas nociones?

= ;Son capaces de obtener la expresidn general de una ecuacion en diferencias
mediante el enunciado de un problema?

= ;Qué dificultades y errores presentan al representar e interpretar las graficas de
sucesiones con la calculadora?

= ;Son capaces de identificar sucesiones en nuestro entorno?

= ;Sabrian proponer un enunciado real a partir de graficas de sucesiones?

= ; Es util la elaboracion de una tabla de valores o de una grafica, haciendo uso de la
calculadora, para tener una idea intuitiva del concepto de limite?

» ;Qué dificultades presentan a la hora de obtener informacion y decidir cual es la
importante y cual es superflua?

= ;Son capaces de obtener un modelo matematico que describa una situacion real a
partir de esa informacién obtenida?

» ;Qué errores cometen al modelizar?

Como conclusiones de esta investigacion, cabe citar que este trabajo que presentamos
muestra un ejemplo de actividad poco comun en las aulas de matematicas y que, a nuestro
parecer, combina numerosos procedimientos y elementos propios de la actividad matematica.
Entendemos que puede ser util a la hora de ayudar al alumnado a desarrollar capacidades de
abstraccion y creatividad, fomentando su interés y su autoestima.

Asimismo, los estudiantes compartiran ideas entre ellos, gracias al trabajo en grupo,
expresaran sus propias opiniones y negociaran las soluciones, habilidades necesarias en sus
futuros desempenos como profesionales. Esta estrategia de ensefianza-aprendizaje también
les posibilita formas practicas para afrontar el mundo real y saber usar adecuadamente las
tecnologias de la informacion y de la comunicacion.

Nuestra idea es continuar con este trabajo docente ya que abunda en posibilidades para el
desarrollo del pensamiento matematico en nuestras aulas, ademas de que tiene la virtud de
permitir que los alumnos aprecien las matematicas con una vision mas amplia y humana de
esta ciencia y sus aplicaciones en el entorno en que vivimos.
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